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Exercice 1 (5 points)

Le plan P est muni d’un repere orthonormé (O ; i , ]—") et f est une application affine de P dans P
qui au point M (x, y) associe le point M '(x', y') tel que:

x'=;(7x+y+3)
J

y'z%(20x+8y+15)

1. Déterminer I’ensemble (A) des points M de P invariants par f.

2. Soit M (x, y) un pointdu plan P n’appartenant pas a (A).

a. Montrer que le vecteur MM ' a une direction fixe.
b. Vérifier que la droite (MM ') n’est pas parallele a (A) et que le point H d’intersection des

S5x-y-3 -20x+4y-15
9 9 -

c. Ecrire le vecteur HM ' en fonction de HM . En déduire la nature de fdont on précisera les

droites (A) et (MM ') a pour coordonnées [

——

¢léments caractéristiques.

On considere la suite de points M, (x,; y, ) telleque M (1;8) et M, , = f(M,)

, et y,., enfonctionde x, et de y,

W2

a. Exprimer x,

(p)
b. Montrer par récurrence que tous les points M, (x,; y, ) sontsur la droite”dont une équation

=4x, +2 .

c. Montrer que tous les x, sont des entiers naturels. En déduire que tous les y, sont aussi des

est 5x—y+3=0 .Endéduire que x

n+!

entiers naturels.

4. Montrer que :
a. x, estdivisible par 3 si et seulementsi y_  estdivisible par 3.

n

b. Six, ety nesontpasdivisibles par 3, alors ils sont premiers entre eux.

1 : 0 - .
5. Montrer que x, =—(4" x5~2) . En déduire que pour tout naturel n, 4" x5—2 est un multiple
)

de 3.

Exercice 2 (4 points)
ABC est un triangle tel que AB=7cm , AC=5cm et BC =4cm. On désigne par A’, B’ et C’ les
milieux respectifs de [BC], [AC] et [4B].
1. On considére le vecteur u - 16BC +25CA +49 4B .
a. Exprimer « en fonction de 4B et de AC
b. En déduire que W £0

2. Pour tout point M du plan, on pose f (M) = 16BC -MA' +25CA - MB' +494B -MC' .
a. Calculer £(0) , O étant le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

b. Montrer que AC*> — AB* = 2BC - AA" On admet de la méme maniére que




BA*> - BC” =2CA -BB' etque CB>—-CA>=24B -CC" .
c. En déduire que si G désigne le centre de gravité du triangle ABC on a :

B_C—.'GA' e CT{‘GB' =1—21— et que ZE-GC' :—% .

Calculer alors la valeur de f(G)
d. Déterminer I’ensemble (I') des points M du plan tels que f(M)=0 .

a. Exprimer AA"™ | BB et CC" en fonction de AB*, AC? et BC’®
b. Montrer que GA> + GB”> + GC’ =§(AB2 +AC* +BC?) .
D

c. Quel est alors I’ensemble (€) des points M du plan tels que MA4*> + MB* + MC* =78 .

Probléme (11 points)

Soit » un entier naturel non nul. La fonction £, est définie sur |—-w; 0] par:

1

f,(x)==xe"" ,six<0 et £,(0)=0 .

Partie A

1.

Etude des variations de f, pour n entier naturel non nul.
a. Prouver que la fonction #, est continue sur |-; 0] .

b. Etudier la dérivabilité de f, en 0. P
(ZJQULMW”\'I'
c. Calculer £,'(x) pour x<0 etjustifier que f, est strictement greissante sur |—co; 0] .

Etude de f, auvoisinage de -~ .

a. Déterminer la limite de 7, en —

b. Soit la fonction g définie sur |-e; 0] par g(x) =e* —x—1. Donner le tableau de variation
de g sur I’intervalle |-w; 0] . En déduire que pour tout réel x négatifona 0 <1—e* < —x .

c. Soit £ <0, en intégrant I’inégalité précédente sur [t; 0 ], montrer que :

2

t
0<e' —-(14+t)<— .
(1+1) >

: 1 .
d. En déduire que pour tout réel x<0 on a0< f (x)+(x+—)< ol Justifier alors
n n’

I’existence pour la courbe (¢,) de £, , d’une asymptote ( D, ) en —oo . Préciser la position relative
de (¢,)etde(D,).

e. Dresser le tableau de variation de f, .

Tracé de courbes.

a. Déterminer la tangente a (¢,) en 0.

b. Tracer (¢),) et son asymptote ( D, ) dans un repére orthonormé d’unité graphique 2 cm.

c. Démontrer que pour n>0 , (¢,) est I'image de (¢,) par ’homothétie de centre O, de

rapport 1 . Construire alors (¢5) sur le méme graphique que (€)).
n




Partie B. Etude de I’équation f, (x)=1 .

1.

Démontrer que pour tout n>0 , I’équation f (x)=1 admet une solution unique &, dans
I’intervalle |-o0;-1] .

2. Démontrer que «, est solution de I’équation — xIn(—x) = —
3. Soit A la fonction définie sur |-w;~1] par 4(x) = —xIn(-x) .
a. Etudier le sens de variation de 4.
b. Prouver que —1,77 <, <-1,76 .
c. Démontrer que la suite(w, ) est croissante. (On remarquera que A(«, )= }—]1 et on
comparera h(ca,) a h(a,,,) ).
4. Justifier que la suite(«, ) est convergente et que sa limite est inférieure & —1 .
Partie C. Limite d'une fonction définie par une intégrale.

0
Pour tout entier naturel # non nul, on pose [, = I|f" (n)dr .

1.

2.

a. Montrer que la suite ( ]n) est croissante.
b. Montrer que pour tout élément x de [—.1; 0] ,ona f (x)<—x .En déduire que pour tout

1
nz1ona [, <—
2

¢. Que peut-on dire de la suite(]”)

1 1
a. En utilisant la question d du 2 de la partie A, établir la relation ——— <7,
n

b. Déterminer la limite de(7,) .
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Exercice 1 (5 points)
1°) Ensemble des points invariants par f

x'= %(7x+y+3)
f est définie par les équations : . un point est invariant par f si
y'= 5(20x+8y +15)

f(M) = M alors : I’ensemble des points invariants par f est la droite (A) d’équation : 4x +y + 3= 0.
2°) a) Le vecteur MM' a une direction fixe.

— 1 .- .
Soit M(x ;y) €P, M ¢ (A), le calcul donne MM"' = 5(4x+ y+3)(i+5)).Puisque M ¢(4A)

Alors MM a la direction du vecteur 1 =i + 5}' .
2°) b) (MM’) n’est pas paralléle a (A). Coordonnées du point H.
(A) a pour équation : 4x +y + 3 = 0 un vecteur directeur de (A) est : v =(—1;4), il est évident que les vecteurs

z-; et ¥ ne sont pas colinéaires, donc (MM?’) et (A) ne sont pas paralléles.
Coordonnées de H intersection de (MM’) et de (A).
Posons : H(a;B),He(A) © 4a+pf+3=0, He(MM')< det(HM;u)=0. Cela conduit au

1 ~
4a+pB+3=0 a:E(Sx—y—B) COED
-Sa+f=-5x+y '

systéme suivant :{ 1
B= §(— 20x +4y —15)

2°) c) Expression de HM' en fonction de HM .
En utilisant les coordonnées des points H, M et M, on trouve I'égalité vectorielle:
HM'=4HM
Nature et éléments caractéristiques de f.
L/'égalité vectorielle nous permet d’affirmer que I'application affine f est une affinité d’axe (D), de
direction 7 =i+5; et de rapport 4.
3°) La suite des points M,,,; =f(M,)) avec My=(1 ;8)
a) Expressions de x,,1 et y,;1 en fonction de x, et y,.

1
xn+1 = §(7xn +yn +3)
L’expression analytique de I'application f donne :

yn+1 = ’}(201’,'” s 8.}’n +15)
2

b) Les points M,, appartiennent & une droite.

Soit (D) la droite d’équation : 5 x — y + 3 =0; il est évident que le point M, (1 ; 8) est un point de
cette droite.

Supposons que pour n € N, M, e(DD’), montrons que cela entraine que M,,; € (D).

M, € (D) équivaut a: 5x, —y, +3 =0, dans cette condition, les coordonnées de M, vérifient—
elles I'équation de (D) ?

5 5
5%, = Vyq +3= 5(7x,1 +y,+3)- %(ZOxn +8y, +15)+3=5x — y,+3, daprés Thypothése de

récurrence M, ,, € (D) ; conclusion pour tout n € N, M, <« (I).
Expression de x,,1 en fonction de x,,.

1
X, = §(7xn +y,+3) et Mye (D'): 5x, — y, +3 =0 alors on trouve: x,,, = 4x, +2.
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c¢) Les x, et y, sont des entiers.

%o = 1 €N, par récurrence on montre que les x, € N.
et yn= 5x, + 3, puisque x, est dans N, alors y, aussi.
4°) Expression de x, en fonction de n.

v 2 . 1 n .
L’égalité proposée x, = 5(5 x 4" — 2) est vraie pour n = 0 (xo =1)
Cela se démontre par récurrence sur n et utilisant la relation entre Xnse1 et x,.
5°) Etude de la divisibilité de x, et y,.
a) x, divisible par 3 entraine y, divisible par 3.
Soit k €N, si x, =3k; =y, =5x, +3=3(5k +1) =3k’avec k’eN.

yndivisible par 3 implique x, aussi.
Soit y.= 3k, avec k € N, alors 5x, —3k +3 = 0, donc 5x, = 3(k—1)
3 et 5 sont premiers d’aprés Gauss 3 qui divise 5x, divise x,.
b) Si x, et y, ne sont pas divisibles par 3.
Supposons PGCD (x.; y.) = d#1, 1l existe k& et k’des entiers naturels tels que :

*tm=kd et y,=Fkdet 5x, -y, +3=0<d(k'-5k)=3

donc d divise 3,

or les diviseurs de d sont 1 et 8 on a supposé d#1, donc d=8 ce qui est absurde puisqu’on a
supposé que x, et y, ne sont pas divisibles par 3. Alors ils sont premiers entre eux.

Exercice 2 i4 points)
1°) 1 =16BC +25CA+494B
a) Expression de 1 en fonction de 4B et AC. .
u=334B-¢AC.
b) Le vecteurT?# 0.
Les points A, B et C sont non alignés, les vecteurs AB et AC sont non colinéaires.
2°) f(M)=16BC-MA'+25CA- MB'+ 494B- MC'
a) Calcul de f(O).
Les droites (OA’) (OB’) et (OC’) sont les médiatrices des segments [BC], [AC] et [AB]
donc: O4'-BC=0B"-AC=0C-AB = 0, alors f(O) =
b) L’égalité AC2 —-AB? = 2BC- AL
On utilisant le carré scalaire et la propriété du milieu, on a :
AC* — AB* = (AC + AB)(AC — AB)=2A44"- BC
c) Utilisation des égalités 2°) b)
Eﬁ GA :B_C" -((_?—Z +A7’), or G est le centre de gravité donc 52 = -
égalité du 2°) b)on a :
BC.GA’ = % BC A= %(ACZ _AB?) = é@s _49) = -

AA” et d’apres la 1%°

N

de méme C_ff CTI?’ = —1—(2 E’X .B—B*’): -1- (BA*-BC»= %
_— -
et AB - GC’= —(QAB CC) = (CB —CAY)=-

[NRIVS)

Calcul de f(G) on u utilise les resultats precedents
f(G) =16 BC.GA® + 25 CA -GB’ +49 AB -GC’ =0,
d) Ensemble des points verlfiant f(M) =0
On montre que f(M) =% -MG + f(G)
fM=0o1u- MG =0

(I') est la droite passant par G, de vecteur normal z, c’est la drcite (OG).
3°) a) Expressions de AA’, BB?, CC” en fonction de AB? AC* et BC*
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A’ est le milieu de [BC], donc AA’ = (AB —i-ﬁ) et 24B .AC=AC?+ AB*~BC*

1O | =

AAT= i(ABz—zACZ—:zA_B’ AC)= i (2AB?~2AC?—BC?)

Ttou: BB?= i(ZBC%‘ZBAQ—ACz)

b) Calcul de GA?+GB2+GC?

e 9 o . 2
G est situé au = de chaque médiane ainsi GA = —3—)AA’ alors :
(o]

CC= %(QCA%QCBQ—ABY).

GA2+GB?2+G(C?= % (AA?+BB?+CC®) on utilise le 3°) a) e qui donne

GA*+-GB2+GC2=

c) Ensemble ( ©)

M e ( €) lorsque MA2+MB?+M(C2=178,

or G est isobarycentre des points A,Bet C: GA+GB+GC =0

MA?+ MB?+ MC?=(MG+ GA)* + (MG + GBY*+ (MG + GC)’=3MG?+ GA’+ GB*+ GC?
Ce qui donl%e MG = 4; ( ¢) est le cercle de centre G de rayon 4.

(AB*+AC?*+BC*?) =30

(SRR

Probléme (11 points)
Partie A
1°) Variations de f, avec n eN <
a) Continuité de f, sur ]-«; 0]
liin' f.(x)=0= £.(0) donc f, est continue en 0.

fn est continue sur]—w; O] car f, est composée et produit de fonctions continues sur cet
intervalle.
b) Dérivabilité de f, en 0

lim ———f" ()= /(0

-0 X

1
= l_irrg—e”—" =0= f.(0), f, est dérivable en 0.

c) Dérivée et sens de variation de f;,

f;(x)=[
X

fn est décroissante sur ]— ; O[.
2°) Etude de f, au voisinage de —.
a) Limite de f, en —c.
1
lim f, (x) = lim — xe™ =+o0
X——

X—>—©

1—nx

1
)e““ pour x < 0, il est vident que sur ]-= ; O[ cette dérivée est négative, donc

b) Tableau de variation de g et encadrement.
g (x) =¢"—1-x sur ]—w; 0], g est dérivable ; g'(x) = ¢* -1

X —00 0
signede g’ -

Lo
g \
=0

Pourtout x<0;g(x)>0 cad e*—x-1>0 < 1-€*< —xdepluse” <1 pourx<0.
Onadoncsur]-«;0]:0<1- "< —x.

c) Intégration des inégalités. B

Pour tout x<Oona: 0 £ 1— €* < —x. intégrons ces inégalités sur [t ; 0], on obtient :
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4] i (1]
0< J‘ (I-€e")dx < I —xdv ce quidonne:0<e’ —(1+t)< =
d) Asymptote a (C,) en —o.

1 5 g
Posons: t =—, x < 0, donc ¢ < 0, d’apres ce qui précede on a : -
nx
1 1

3. . L 1
03e""—(l+i)s x<0donc —x>0alors: 0<—xe™ +(x+—) <
n

cqfd.

’
nx’  2n?x? 2n3x

-1

. 1
Cela s’écrit encore: 0< f, (X)+(x+—) <
n 2n’x

- ) 1
Or lim = 0, d’apres le théoréeme des gendarmes on a: lim li A (x)+(x+—)}: 0 alors la
o= 213N x> n
droite (D,) d’équation y = —(x + l) est asvmptote a la courbe (C,) en —=.
n

e) Tableau de variation de f,.

x —0 0
signe de f' -

v p +oo\

3°) Tracé des courbes

a) Tangente a (C;) en 0.

La tangente a (C;) en x=0 a pour équation:y =0
b) Représentation de (C,)

c) (C,) homothétique de (C,), construction de (Cs)

L’homothétie de centre O et de rapport L4 pour équations :
n

M(x; y) € (C) > y = —xet & y'=—x'e < M@ ; ) (Cy).
b nx

(Cy) est 'homothétique de (C;) par 'homothétie de centre O et de rapport

1O | 1=

Partie B

1°) Existence et localisation d’une solution de f,(x) = 1
n > 0, f, est continue et strictement décroissante sur ]— ; 0], .
f» réalise une bijection de ]— ; 0] sur [0 ; +cof, 1 est une valeur intermédiaire alors I'équation
fa(x) =1 admet une unique solution a, €]-« ; 0.
2°) ¢, solution de —x In(—x) = 1

n
Evident.
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3°) Etude de la suite (a,)
a) Sens de variation de h(x) = —xIn (-x)
h est continue et strictement décroissante sur ]-«; —1] et h(-1) = 0
b) Localisation de a;.

h( =1,77) = 1,01 et h(-1,76)=0,99 ; h(-1,76) <h( ;) <h( -1,77)
d’ou la localisation cherchée.
¢) Croissance de la suite (a;,).

h (&) = 2 gt h(owp) = Ll ; alors h(oy;1) < h(a,) puisque la fonction h est strictemet
n n+

décroissante alors la suite (a,) est croissante.
4°) Convergence de la suite
la suite (a,,) est croissante et majorée par O donc elle converge.

Notons o la limite de cette suite, a,, est solution de I'équation h(x) = % ,

h est définie sur ]-w;-1]donc a, < —1 alors : lime, =a <-1.

X0

Partie C
1°) Etude de la suite (I,)
a) Sens de variation

0 i
I,= L /. (x)dx, on calcule la différence I,,; —I,., on montre qu'elle est positive.

1 1
Pour x < 0, n+1) x < nx = """ > e™ alors en multipliant par —x >0Oona:

fo+1> £y par suite en intégrant cette inégalité I,,,, > I,. Cette suite est croissante.
b) Majoration de I,

1
x €[-1;0] on a fo(x) +x =x (1 —e™) < 0, donc f,(x) < —x. En intégrant membre 4 membre

0 0 1
ona: I_‘fn(x)dxs'[_r xdx < I, SE

c) Conclusion

La suite (I,,) est croissante et majorée donc convergente.
2°) Limite de la suite
a) Une inégalité

2n?*x

Au A) 2°) d) on a établi pour x < O que: 0= f (%) +(x+ —1—) < , en intégrant membre a
n

. 0 1 o —1
membre on obtient:0<7 + ." (x+—)dx < I
-! n 12n%x

dx, on sert d’'une partie de cette double

NP I . 9 1 0 1 P I |

inégalité a savoir: 0</, +I (x+ —)dx : alors —I (x+-)dx<I, dou = - =<1,
2| n -1 n 2 12

b) Limite de I,.

Finalement on a :

4

1
n

<I,<

O |+

. La limite de I,, est done % .

=~

1O | =
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